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1. Grundlagen

1.1. Modell

Der Hamiltonoperator der Spin-1/2-XXZ-Heisenbergkette mit Gitterlange N ist gegeben
durch H = Jsinh(n)Hy mit

1 N

A
_ -+ + - z ;%
Hy = sinh(n) jzl[aj T Tt §<Ojaj+1 — bl (1)

wobei A = cosh(n) die Anisotropie der Spinkette bestimmt. Es wurden periodische
Randbedingungen gewahlt: o%_ ; = of fir a = z,+£. Alternativ kénnen getwistete
Randbedingungen benutzt werden. Eine Formulierung von Abschnitt 1 mit getwiste-
ten Randbedingungen findet sich in Anhang A.1.1. Der Hamiltonoperator wirkt auf das
Tensorprodukt von Vektorraumen V =V, @ Vo ® - - - ® Vi, wobei V; = C? der Quanten-
raum des Spins auf Gitterplatz j ist.

Der Hamiltonoperator lasst sich geméfl Hy = Zévzl Oy Iéj,j,l(ga)‘ww durch die Matrix

R(¢) = PR(y) ausdriicken, wobei P der Permutationsoperator in C2 @ C2 ist und

1 0 0 O
_ |0 blp) clp) O] _ fer+blp)es  esc(e)
me =0 o) o o] = (* ik e§+b<so>ei>j )
0 O 0 1

gilt. Hierbei wurde b(p) = si:ﬁé;(ﬁ)m und ¢(p) = siiifll(héz)m definiert. Die ef, o, 8 € {1,2},

bilden eine Basis von End(C?) und sind gegeben durch

L (10 , (01 . (00 , (00
d=fho) 4-Go) 4-(o) 2-(1) o

1.2. Eigenschaften der R-Matrix

Die R-Matrix ist symmetrisch und besitzt folgende Eigenschaften:

Ri(¢) = R(—9)
Ril(‘m = R(—¢) (4)
VR ()0t = o4 RS ()0} = Ziiim—@ )

Sie erfiillt auBerdem die Yang-Baxter-Gleichung in C? ® C? @ C?:

Ria(0 — p) Riz(0) Ros(1) = Ros(p) Riz(p) Ria(p — p) (5)



1.3. Thermodynamik

Der thermodynamische Erwartungswert eines Operators A ist definiert durch

Iy e BHN
(A) = t{ZA}’ (6)

wobei Z = try{e ¥} die kanonische Zustandssumme des Systems ist. Wir definieren
ein Skalarprodukt zweier Operatoren A, B € End(V) gemi8 (A, B) = (ATB), sowie die

von diesem Skalarprodukt induzierte Norm als ||A]] := /(A, A).

1.4. Drudegewicht
Die Heisenbergsche Bewegungsgleichung des s7-Operators lautet
0si(t)
ot
wobei s* = ¢%/2 und A(t) = exp{iHt}Aexp{—iHt}. Mit der lokalen Spinstromdichte

—i[H,s:(t), k=1,...,N, (7)

Tk :i[0;0;+1 _UI;U;FH]' (8)

fithrt diese auf die Kontinuitatsgleichung

0si(t) _

L= U0 G ), k=1, )

Der Gesamtspinstromoperator J ergibt sich als Summe iiber die lokalen Betréige, J = S5 5.
Wir interessieren uns fiir die lineare Antwort von J auf den Gradienten eines magneti-
schen Feldes. Erhaltungsgrofien (),, konnen einen Strom davon abhalten, vollstandig zu
zerfallen, was zu ballistischem Transport und einem endlichen Drudegewicht

D(T) = lim Jim ——(J(#), J(0))

t—oo N—oo 21T

(10)
= 4T Z DQn

mit Dg, = % 2| I(\]QQT\L fihrt.[1] Die Operatoren @, sind orthogonalisiert in der Form

(Qr, Q1) = 011||Qr||?. Man erwartet, dass nur lokale/pseudolokale Erhaltungsgrofien Q,,
mit (JQ,) # 0 zu einer endlichen Schranke, der sog. Mazur-Schranke Dy, , fithren kon-

nen. Eine Operatorfolge (Ax)nen heifit pseudolokal, wenn es eine positive Konstante
K > 0 gibt, so dass ||Ay|]* < K - N.




1.5. Pseudolokale ErhaltungsgroBBen
Wir definieren den zweiparametrigen Laxoperator
Li(p,s) = Rjaly)
= sinh(p) cosh(nS%(s)) + cosh(p)o? sinh(nS%(s)) + sinh(n) (JJJFS; + oj_Sj(s)>

- <sinh<go+ns,a<s>> sinh(7) 33 )
sinh(n)S% sinh(y —15%(s)) ;

(11)
mit Spinoperatoren 5%, a = =+, z, die der Quantengruppenalgebra U,[SU(2)] gentigen:
(57, 5F] = +£5%,
5,57 = Sizihrfsyns)z). (12)

Eine Darstellung dieser Operatoren ist gegeben durch

S3(5) = 3 (s + k) ) (8

smh nk
= o k=1) (k]

i= sinh(n

|k + 1) (k| (13)

Die Vertauschungsrelationen (12) stellen sicher, dass die Yang-Baxter-Gleichung

Ria(p — 1) L1(p) Lo(p) = La(p) L1(p) Raz(p — 1) (14)

in C? ® C*® A erfiillt ist.

Fir Anisotropien n = l”z mit [, m € Z%' teilerfremd, | < m, wird A endlich-
dimensional, A = Isp{|k) : k= 0,. — 1}. Fiir solche Anisotropie-Werte definieren
wir die Quantentransfermatrix ¢ A(go, s) = tr4{T4(¢, s)} mit der Monodromiematrix

Talp,s) = Ln(p,s)...L1(p,8). (15)
Wegen Gl. (14) gilt
ta(p),talp,s)] =0 ¥V ppueC (16)

Wegen Hy(¢) = % Int,(p, ¢)|s=o ist ta(p, s) also im System erhalten. Eine Erhaltungs-
grofle, die zusatzlich ungerade unter Paritdatstransformation ist, ist gegeben durch die
zweiparametrige Grofie

[(907 S) = (_i>N [pt.ﬁ\((pv S)p - t.A(@’ S)} : (17)



Hierbei ist P der Paritatsoperator, der als Spiegelung an der Verbindungslinie zwischen
den Plitzen 7 = 1 und 7 = N der Spinkette definiert werden kann: ]505.“]5 = ON_jt1-
Wir werden uns im Folgenden auf die speziellen Anisotropie-Werte beschrianken, da sich
die Erhaltungsgrofie nur fiir solche Werte tiberhaupt definieren lasst.

Die Wahl s = 0 des Spin-Parameters fithrt — unabhéngig vom Paramter n — auf eine
1d-Darstellung, in der gilt S%(0) = 0 fiir &« = 2z, £+ und daher £(y,0) = sinh(y)id. Die

Wahl s = —1 fiihrt auf eine 2d-Darstellung. Mit der Zuordnung [0) — (O l)t, 1) —
(1 0>t, gilt S*(—1) = s* fir & = z, %+, wobei s* = 0%/2 und s* = o gesetzt wurde.
Fiir die L-Matrix findet man L(p, —2) = sinh(¢ + 2)R(¢ — 4). Insbesondere gilt also
L(3,—1) = sinh(n)id. Und es ist

27

L )> tA(cp+g,—g,gb). (18)

tap, ¢) = <S1Hh(80+77

2. Mazur-Schranke bei 7' = oo nach Pereira et al.

Bei unendlicher Temperatur vereinfachen sich die Erwartungswerte erheblich, sodass eine
Mazur-Schranke analytisch leicht bestimmt werden kann. Folgende Rechnung orientiert
sich an dem Paper [2] nach Pereira et al., wobei dort der Spektralparameter speziell
Y= % gewahlt wurde. Eine solche Einschrankung liegt hier nicht vor.

Wir driicken zunéchst den zweiparametrigen Laxoperator gemafl

Ly(5u) =i Y 07 A%(p,5) (19)

acJ
durch die vier Operatoren
A°(p, s) = —isinh(y) cosh(nS*(s)),

A*(p, s) = —icosh(y) sinh(nS*(s)), (20)
A% (g, s) = —isinh(n)ST(s)

aus. Dabei wurde die Indexmenge J = {0, z, +} definiert und o = 1 gesetzt. Die Norm
I|17(¢, s)||* lasst sich dann durch zwei Matrizen

Ti(p,s,5) = D Cal(A%(p,5))" @ A%(,5), (21)
acd
Ty(p,s,8) = Z]Ca(Aa(¢, 5))" ® (A%(p,8))' (22)

ausdriicken, wobei C,, = 1tri{o®(c*)"} gesetzt wurde:

HI((P, S)H2 =2 trA@A{{T1(907 S, 8)]N - [T2(()07 S, S)]N}' (23)
Im Folgenden setzen wir s = 0. Dann gilt A*|0) = 0, d.h. der Zustand |0) ent-
koppelt von den iibrigen Zustdnden. Definiere |r,s) := |r) @ |s). Die beiden Matrizen



T;(p) :=Tj(p,0,0), 7 = 1,2, sind blockdiagonal in Unterrdumen der Kroneckerzustande
{|r, (£r + k)(modm)) : r =0,...,m — 1} mit fixiertem k = 0, ..., m. Wir sind am Ver-
halten von Gl. (23) im thermodynamischen Limes (N — oo) interessiert. Wir konnen
uns daher auf den Unterraum beschranken, in dem die Matrizen ihren fiithrenden Eigen-
wert haben. Das ist bei beiden Matrizen der Fall fir £ = 0. Innerhalb dieses Unterraums
bezeichnen wir |r, £r) — |r).

Die reduzierten Matrizen lauten

—_

3

Ti(p) = > 87 cosh®(nr) — o sinh®(yr)] |r) (r]
;m [smh nr) v+ 1) (r| + sinh®(n(r + 1)) |r) (r + 1” :
=0 e (24)
T2(p) =/5%10) ( Z 32 cosh?(nr) + o2 sinh? (nr)] |r) (7|

3

1nh (pr)sinh(n(r 4+ 1)) [|r + 1) (r| + |r) (r + 1],

wobei o = |cosh(p)| und 8 = | sinh(yp)| gesetzt wurde. Beide Matrizen sind tridiagonal
und fir die Nebendiagonalelemente gilt (k| 7; |k + 1) (k + 1| T; |[k) > 0Vk =0,...,m—2,
fiir j = 1, 2. Damit sind alle Eigenwerte der Matrizen reell.

Der dominante Eigenwert beider Matrizen ist fiir ‘|Im(g0)| — g‘ < 5= einfach und

gegeben durch $2. Dies ist in Anhang A.2.1 gezeigt. Der rechtsseitige Eigenvektor zum
Eigenwert 32 ist jeweils gegeben durch |0). Die Matrix 77(¢) ist im Gegensatz zu T3(p)
nicht symmetrisch. In Anhang A.2.2 wird gezeigt, dass ihr linksseitiger Eigenvektor zum
Eigenwert 32 gegeben ist durch

= ~sin(2(m — r)Imep)
(0c] = 7;)(_1) sin(2mImep) (25)

Es gilt (07, 0) = 1. Wegen der Projektionseigenschaften limy .o, TN (¢) = 82V ]0) (0|
und limy 0 757 () = 5%V |0) (0] erhalten wir schlieBlich ||I(g, s)||> = 0, d.h. (¢, 0) ist
keine pseudolokale Erhaltungsgrofie.
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(a) Mazur-Schranke Dg in Abhéngigkeit (b) Mazur-Schranke Dg in Abhéngig-
des Spektralparameters z = e¥ fir keit des Anisotropie-Parameters A =

m=3und [ = 1. cos(y) fiir ¢ = 2.

Wir wollen im Folgenden jedoch zeigen, dass die abgeleitete Erhaltungsgrofie

Qly) = 0Lip,5)

0s a0

pseudolokal ist. Die Norm ||Q(i)||* ldsst sich gemaB
02 0?
2 _ N _ TN
1Q(2)]]” =2trag.a {83837; (<P)} B 26T AgA {83837; (@)}

=2Nteasa { TR 0) = T ()T ()

N—2 (27)
+2N Y traeu { TV (@) T DTV () TN 2 (0) }

n=0

N-2
—2N Y traea {7 V(D) T ()T ()T () }

n=0

(26)

s=0

durch Ableitungen der Matrizen 7;(¢) und 73(p) ausdriicken, wobei im zweiten Schritt

o o™

T 0) = G gz H(#) (28)

s=0

gesetzt wurde. Indem die expliziten Ausdriicke fiir die auftretenden 7™ () (s. Anhang
A.2.3) betrachtet und deren Wirkung auf die Zusténde |0) und (0| bestimmt wird, kann
die Norm mittels der Projektionseigenschaften von 7;(¢) und 73(p) leicht bestimmt
werden. Unter Verwendung von

T (@) [0) = "V () 0) =0,
7 ()[0) = T," V() 0) =0, (29)
(01 T 0y = a2 — 2 U ZDIN) g g o

sin(2mlImey)



ergibt sich fiir grofe N

N sin(2mImep)

QWP _ gov—a sin(2(m = DImp) (30)

Also ist Q(y) tatséchlich eine pseudolokale Erhaltungsgrofe.

Um die Mazur-Schranke D fiir das Drude-Gewicht fiir Q(¢) zu bestimmen, muss
noch der Uberlapp von Q(y) mit dem Spinstromoperator J berechnet werden. Eine
explizite Rechnung liefert fiir das Betragsquadrat fiir grofle N folgendes Verhalten:

[(J,Q())]> ~ N?sin®(y) 3", (31)

Hierbei wurde v := % = Imn definiert.
Fir das Drude-Gewicht gilt somit die Abschatzung D > %‘f mit der Mazur-Schranke

sin?(y)  sin(2mImey)
232 sin(2(m — Dimg)

Dg = (32)

Fir ¢ — % geht die Schranke iiber in das Resultat Dg = Snﬁ%% von Peireira et al.

In Abb. la ist die Mazur-Schranke in Abhéngigkeit von z = ¥ flir m = 3 und [ = 1
aufgetragen. Der Konus entspricht z-Werten mit ‘|Im(g0)| - g’ < 5. In Abb. 1b ist Dg
in Abhéngigkeit des Anisotropie-Parameters A = cos(y) fir ¢ = Z gezeigt.

In Abb. 2 ist auflerdem ein Vergleich zwischen dem analytischen Ergebnis und nume-

rischen Rechnungen bei endlichem N zu sehen.

N=100 + N=50 *
analytisch, N=o % N=100 +
analytisch, N=c X

Abbildung 2: Vergleich des analytischen Ergebnisses fiir Dy (N = oco) mit dem numeri-
schen Ergebnis bei N = 50 und N = 100.



3. Mazur-Schranke bei T < co mit QTM-Methode

In diesem Abschnitt soll die Mazur-Schranke zur pseudolokalen Erhaltungsgrofie Q(¢p)
aus Gl. (26) auf einer alternativen Route berechnet werden, die eine Rechnung auch fiir
endliche Temperaturen zuganglich macht.

Es sei a = C? Hilfsraum. Definiere die Operatoren

Li(¢) = Rja(A = ¢)
= Ly(p) ... Li(p)

mit einem komplexen Parameter A € C. Fir A = 0 gelten wegen R(0) = P die Bezie-
hungen

ta() = ta(0) + t,(0)p + O(¢*) = U(1 — p Hy + O(¢?))

B B ) . (34)
ta(p) = 1a(0) + 1,(0)p + O(p*) = (1 + p Hy + O(p?))U ™,
wobei U = Pyy ... Py_y n der Shift-Operator ist. Damit folgt
T M2
e = lim (tu(~7)ta(7)) (35)

wobei 7 = % gesetzt und eine Umeichung der physikalischen Temperatur T gemafl § =

2J sinh : . . . .
%(") vorgenommen wurde. Diese Relation wollen wir ausnutzen, um die notwendigen

Erwartungswerte zur Bestimmung der Mazur-Schranke zu berechnen.

3.1. Berechnung der Norm ||Q(¢p)||?

Die Norm der Erhaltungsgrofie Q(¢) aus Gl. (26) lasst sich geméa8

QU = 250 lltale, Py~ s (tale, ), Pralo, )P ) (36)

berechnen, wobei ausgenutzt wurde, dass der Hamiltonoperator paritdatsinvariant ist,
[H, P] = 0.
Im Folgenden sollen die beiden Terme in Gl. (36) einzeln berechnet werden.

s=5=0

3.1.1. Berechnung von 8‘225<tA(g0,5),PtA(gp, s)P)

s=5=0

Wir definieren die Quantenmonodromiematrix

T™M(N) =R (=7 = M Rja,(N—7) ...

ai,j
RZIM—LJ'(_T B )‘)RJ,GM()‘ - T) (37)
R}’GMH (_)‘ +©, S)RjﬂMJrQ(/\ + ¢, S)v



wobei a; = C? fir j = 1,..., M, apry1 = Ay und apre = A gesetzt wurde. Mit Gl. (35)
lasst sich fiir die zugehorige Quantentransfermatrix t97M(\) = try, {77 (\)} zeigen,
dass gilt
2 2

s {talo.5), Pralip, )P = T 2
AY(0)

A
[N (0. In A(0)) - (9 In A(0)) + .05 In A(0)]

tral ,,,,, apr,A1,A2 { (tQTM(O))N}

s=5=0

~N -

Y

s=5=0

(38)

wobei der letzte Schritt fiir grofSie NV gilt und wir angenommen haben, dass die Quan-
tentransfermatrix 197 (0) einen einfachen dominanten Eigenwert A(0) besitzt. Die Ei-
genschaften der R-Matrix aus Abschnitt 1.2 und die Yang-Baxter-Gleichung (14) fiithren
dazu, dass die Quantenmonodromiematrix die Yang-Baxter-Algebra

RO\ — u)(T9TM(N) @ T () = (T (1) © TU™M (X)) R(A — p) (39)

erfiillt. Daher bildet die Quantentransfermatrix eine kommutierende Familie:

[t ) M ()] =0 ¥ A p e C (40)
Wir wollen die Wirkung von T9TM(\) auf den Zustand
D=+ e-)"*e0) ). (41)

T T
mit |+) = (1 ()) und |—) = (O 1) untersuchen. Dazu schreiben wir die Quanten-
monodromiematrix als 2 x 2-Matrix

- (4 24) o
mit Eintragen in End(a; ® - - ® apr42). Es gilt
AN [) =aN)]) BN =0 D) =dM]) (43)

mit den Funktionen

m‘i

sinh(A — 7) , . o
a(\) = ( , ) sinh(A + ¢ + s) sinh(—=\ + ¢ + §),
sinh(A — 74 7) . (44)

B sinh(\ + 7) 2z ) L
d(\) = (sinh(/\ e 77)> sinh(A + ¢ — s) sinh(—=A 4+ ¢ — 3).

Aus der Yang-Baxter-Algebra (39) folgen die Vertauschungsregeln

ANC() = 55 = COIAR) = 53 e A,
DNC(H) = 5y CD) - §E=Temp, 09
€O, ) = 0

10



die sich mittels vollstandiger Induktion nach K € N wie folgt verallgemeinern lassen:

K

DNC(A) ... CAk) = [H C\)

j=1

i=1 s ki (46)
ANCA).---C0x) =TT ) A(/\)Hlb()\i&)
-y C(/\)kl_[O(/\k) A(/\j)gg H b(\; —/\k)
= = ;

Anwendung der Quantentransfermatrix auf einen Zustand H]K:1 C(A;)) |) zeigt, dass dieser
ein Eigenzustand zum Eigenwert

K sinh(\ — )\—i-'r] K sinh(\ — Aj—1)
VI sinh(A — \j) VI sinh(A — Aj) (47)
j=1 i=1
ist, wenn die Bethe-Ansatz-Gleichungen
. K 1 p—
M) _ 11 Sb(h =¥ gk (48)
a(A)) sinh(A; — Ay — 1)

erfiillt sind. Die A\; € C, j =1, ..., K heiflen Bethe-Ansatz-Zahlen.

Die Norm (38) wird ausschliellich vom dominanten Eigenwert der Quantentransfer-
matrix bei A = 0 bestimmt. Um herauszufinden, wie viele Bethe-Ansatz-Zahlen der
dominante Eigenwert A(\) besitzt, betrachten wir den Limes 7' — oco. Fiir K = 0 lautet
der Eigenwert geméf der dann stark vereinfachten Gl. (47) A(X) = sinh(p + s) sinh(p +
5) + sinh(¢ — s)sinh(@ — 3). Fur s = 0 erhalten wir also das Ergebnis aus dem Zu-
gang nach Peireira et al. fiir den dominanten Eigenwert. Andererseits ergeben sich fiir
s = 0 und endliche Temperatur die Gleichungen der XXZ-Spin-1/2-Heisenbergkette, de-
ren dominanter Eigenwert N/2-viele Bethe-Ansatz-Zahlen besitzt[3]. Wir kénnen daraus
folgern, dass der dominante Eigenwert A(A) bei endlicher Temperatur und beliebigem s
genau K = % viele Bethe-Ansatz-Zahlen hat.

Wir definieren die Funktion Q(\) = Hﬁ/[:/f sinh(A — A\g) und die Hilfsfunktion

+
=

3 — sinh(A — 7) sinh(A + 7 — n) T sinh(A + ¢ + s) sinh(A — ¢ — 5) Q(A
a(}) = <sinh()\ + 7)sinh(A — 7 + T})) sinh(A + ¢ — s) sinh(A — ¢ + 5) Q(

>
=

11



Der dominante Eigenwert der Quantentransfermatrix lautet in diesen Funktionen
QA —n)
Q(X)
Fiir die Hilfsfunktion und den Eigenwert lassen sich folgende Integralgleichungen herlei-

ten:

AN = d(\) (1+a(\)). (50)

sinh(A 4+ ¢ + s) sinh(—=A 4+ @ + 5)) N

Ina(A) = —pfe(N) + In ( ,

dp
Slnh()\ +p— 3) Sil’lh(—/\ + @ _ §) K()‘ :U“) 111(1 + Cl(/J))

c 2mi
(51)

In A(A) = In (sinh(A + ¢ — s) sinh(=A + ¢ — §)) + d—ue(,u A)In(1 + a(p)). (52)

¢ 2mi
Hierbei ist
K(\) = coth(A +n) — coth(A —n)
e(\) = coth(X\) — coth(\ + n)
und C bezeichnet die ,kanonische“ Kontur, die die reelle Achse entgegen dem Uhrzeiger-
sinn innerhalb des Streifens {A € C : —v/2 < Im\ < 7/2} umrundet.

(53)

Grenzfall T — oo

Fir T'— oo vereinfachen sich die Integralgleichungen (51) und (52) zur Bestimmung

von ||t4(p, s)||>. Gleichung (51) wird dann durch den Ansatz a()\) = :iﬁlﬁéii‘;fg ;Eﬁé::\\igfg
gelost. Wird dies widerum in Gl. (52) eingesetzt, so erhalt man fiir den dominanten Ei-
genwert A(A) = sinh(\ + ¢ — s)sinh(—\ + ¢ — 5) + sinh(A + ¢ + s) sinh(—=\ + ¢ + 3).
Somit erhalten wir gemafl Gl. (38)

82

050s

<tA(90’ S)aptA(SOv 3)?) g—5—

.= N sinh™ () sinh™ (@) cosh pcosh o, (54)

3.1.2. Berechnung von ;2 ||t.4(p, 3)\’2) o

Die gesuchte Grofle lédsst sich hier gemaf

o 5 1 0? orM
el lfale )P = i —etre o aa {09 O
AM(0) (55)
~ N - -

[N (9,10 A0)) - (95 In A(0)) + .05 In A(0)]|

5=5=0’
durch die Quantentransfermatrix t97M(X) = try, {T]QTM(/\)} mit Quantenmonodromie-
matrix

T () =R (7 = MRja(A—7) ..

ai,)

Rtl ( T = ) 7, aM()‘ - T) (56)

an—1,]

R}Ll@MJrl (/\ +p,8)R 7, aM+2()‘ + ¢, 5)
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ausdriicken, wobei die a;, j = 1,..., M + 2, wie in Abschnitt 3.1.1 definiert sind. Der
letzte Schritt in G1. (55) gilt fiir grofe N, falls die Quantentransfermatrix t%7*(0) einen
einfachen dominanten Eigenwert A(0) besitzt.

Mit der Eigenschaft LT(p,s) = o¥L(p, —5)0¥ des zweiparametrischen Laxoperators
und den Eigenschaften der R-Matrix aus Abschnitt 1.2 lasst sich zeigen, dass T]QTM(/\)
wieder der Yang-Baxter-Algebra (39) geniigt. Damit bildet t?T*()) eine kommutierende
Familie.

Der Operator T9T™ ()\) wirkt wie eine untere Dreiecksmatrix auf den Zustand

(1= ((~l® +) " ® (0@ (m - 1]. (57)

Benutzen wir die Notation wie in Gl. (42), dann gilt

(1AQA) = a(A) (| (1B(A) =0 (IDA) = d(A) (| (58)

mit den Funktionen

NS

() = (—1)' (Slslfz};(i u i)n)> sinh(A + @ + 5 — ) sinh(A + @ + 5),
. Iy (59)
d(\) = (—1)! (Sliii(i - ?n)> sinh(A + ¢ — s + 1) sinh(A + & — ).
Unter Ausnutzung der Yang-Baxter-Algebra (39) lassen sich die Vertauschungsrelationen
1 c(p—A)
B 1 B c(N—p) (60)
Cu)DY) = s DNC) = F5 = DTN,
[C(A), C(w)] =0,
herleiten, die verallgemeinert werden kénnen zu
COW).COWIARN) =A0) []] cuj)] I
K K c(A;— A
-3 a) [eW TLet| 5= T o
= ) f# N R
C(A1)...C(Ag)D(N) =D()N) 1:[1 C(\)) 1:[1 O i %)
B K K (A=) & 1

13



Aus diesen Relationen folgt, dass (| ]_[]K:1 C(\;) ein linksseitiger Eigenzustand von t97M ())
zum Eigenwert

ﬁsmh/\ )\—77 ﬁsmh)\ A+ 1) 6
jo1 osinh(A =) joi o osinh(A = Ay) (62)
ist, wenn die Bethe-Ansatz-Gleichungen

d(N;) & sinh(\;— M\ —1n) .

a(Aj) 1_[1 sinh(A; — A\, + 1)’ O (63)

k=
k#j
erfillt sind.

Wir betrachten den Limes 7" — co. Wegen der dann stark vereinfachten Gl. (62) und
der Analytizitit der Eigenwertfunktion muss A(\) von der Form A()\) = (—1)! ¢ sinh(A—
a)sinh(A — b) mit einem von A unabhdngigen Faktor ¢ sein. Fir s = 0 und A = 0
ist der dominante Eigenwert aus dem Zugang von Peireira et al. bekannt: A(0) =
2sinh(yp) sinh(¢). Es gilt dann also a = —p, b = —@ und ¢ = 2(—1)". Setzt man
dies in die Gl (62) bei s = 0 ein, so findet man fiir die Funktion ¢(\) := sinh(\ +
©) H]K:1 sinh(\ — ;) folgende Funktionalgleichung: 2(—1)'q(\) = ¢(A—n)+q(A+n). Der
Ansatz ¢(\) = sinh(m(X + ¢)) 16st diese Gleichung. Der dominante Eigenwert besitzt
also die m — 1 vielen Bethe-Ansatz-Zahlen u? := —p + kn, k = 1,...,m — 1. Es ldsst
sich zeigen, dass sich die Positionen dieser Bethe-Ansatz-Zahlen nicht verdndern, wenn
die Temperatur endlich gemacht wird. Der Eigenwert faktorisiert dann in zwei Antei-
le, A(M\) = sinh(\ + ¢) sinh(A + @)Axxz(A), wobei Axxz(A) die Eigenwertfunktion der
XXZ-Spin-1/2-Heisenbergkette ist. Wir folgern daraus, dass bei endlicher Temperatur
und beliebigem s der dominante Eigenwert K = % + m — 1 viele Bethe-Ansatz-Zahlen
besitzt.

Wir definieren die Funktion Q(A) = Qr(A) - @s(A) mit Qr(\) = Hﬁi/f sinh(A — A\g)
und Q,(\) = IT7! sinh(X — ju), wobei 1y, 223 19 Ferner sei

sinh(A — 7) sinh(A + 7 — 77)) * Qr(A+1) (64)

axxz(A) = (sinh()\ + 7)sinh(A — 7+ n) Qr(A—n)

Mit der Hilfsfunktion

B sinh(A 4+ ¢ — s+ n) sinh(A 4+ ¢ — 5) Qs(A + n)
(V) = axxz(A) sinh(A + ¢ + s — ) sinh(A + @ + 5) Qs (A — 1) a2
lasst sich der dominante Eigenwert durch
QA —n)
AN = a(A)W(l +a(\)). (66)

ausdriicken.
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Fiir die Hilfsfunktion und den dominanten Eigenwert lassen sich folgende Integralglei-
chungen herleiten:

QN +n) N sinh(A + ¢ — s +n) sinh(A + ¢ — 5)
1na()\)—ln<QS( - ))+1 <sinh(/\+go+s—n)sinh()\+@+§)>

N+ [ B RO (1 a(w),

InA(A\) =1In ((—1)lsinh(/\ + ¢+ s—mn)sinh(A+ ¢+ §)) +1In (QS( — 77))

(67)
Q.00
+/*e j— A In(1+ a(u)).

Die Notation wurde hierbei aus Abschnitt 3.1.1 iitbernommen. Die Kontur C wurde derart
dicht um die reelle Achse gelegt, dass von den Null— und Polstellen der Funktion 2l = 14-a

nur die Bethe-Ansatz-Zahlen \;, j = 1,..., 2 , und der Punkt —7 im Inneren von C

liegen.

Das Ableiten der Integralgleichungen nach s und s liefert
O Ina(d) s=5=0 sinh(\ +S§ion—}i(727§/;iihg(02\)+ p—n) 7:le F= ug)élgw) (9%)
+/ 2’“‘ K\~ o (1 +a(w)| __ (69)
dclna(N)| __ =~ 2coth(A +¢) + /C 27’:@,1(@ —wdn(l+a(w)|__ . (70)
0,0slna(N)| __ =- miK A — )t (71)
+/ 2“ KA~ )9.0: (1 +a(w)|__ (72)
OsIn A(N) — =coth(A+ ¢ —n) T:ZI 50 (73)
/%e p= N (1 +a(w)|__ (74)
d:mAN)| __ =coth(A+) + / e = N (1 +a(u))| . (75)
0.0 AN)| mz A (76)
+/—e (1= NoOsIn(1 +a(u)| __. (77)
wobei die Abkiirzung (5(aﬂ = g; gjﬁ /Lk‘ e eingefithrt wurde und bereits d, S

gesetzt wurde (s.u.). Die Funktion ay bezeichnet die Hilfsfunktion a bei s = 0.

Um diese Integralgleichungen zu lésen, miissen vorher die entsprechenden 5;‘”8 ) be-
stimmt werden. Dazu entwickeln wir die Bethe-Ansatz-Gleichungen a(uy) = —1, k =
1,...,m—1,in s und s.
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Im Folgenden sei ¢, := d ,21’0)5—1—5 ,20’1)5. Die erste Ordnung der Bethe-Ansatz-Gleichungen
in s und s liefert die Bestimmungsgleichungen

0
e +1 1
€2 = €L+ 755
ol ?
0
4, +1 1
€ — Pk 01 €L—1 — 0 €L—2, k= 3, ,m — 1, (78)
k—1 k—1
1 o1
€Em—1 QO?n,l + 16m—2 + 9n . + 1 S,

fiir die erste Ordnung €, der Bethe-Ansatz-Zahlen . Hierbei wurde eine Entwicklung
axxz(ir) =: op = Py + go,(: 0 4 go,io Vs 4+ @21’1)55 + ... durchgefithrt. Die Losung des

Gleichungssystems (78) lautet

500 _ (o (A Db+ 1)es+1) ey + Dl = Dy = 1)y = 1)
’ (D) + D+ 1) )by + 1) (79)

s =0

fir k=1,...,m— 1. Die erste Ordnung der Bethe-Ansatz-Zahlen py, ist also vollstiandig
durch die Funktion ¢{ = a% y, (1)) bestimmt, wobei a% y, die Funktion axx, bei s =
s = 0 bezeichnet, also der Hilfsfunktion entspricht, die iiblicherweise bei der XXZ-Spin-
1/2-Heisenbergkette auftritt.

Zur Bestimmung der 51(:’1) liefert die Ordnung s - s der Bethe-Ansatz-Gleichungen das
Gleichungssystem

0 0,1)
Ly pitloan @ 1,0 1,0
0" =+ T - o)

1 ¥1
01 1
+ coth(p — ¢ — ) [% 0 - - 551’0)1
¥1 1
WLy Ph ‘|‘ I an (1LY 1 SDJ(COJ) (1,0) (1,0)
Opi1 = o — *5 o (0 = 6iy)
01
+ coth(p — @ — kn) [“”’f a0 fa,j O _ 5,;3)] L k=2,....m—2,
P %0
1 Sp(of) 1,0
oot =0 — (000 1
! @l +1 2 8021—14’1( ! )

+ coth(p — @ + 1) _¥5(170> _ M(g(l 0 4 Pmer
W +1m 2 GO 1T 0 1

0,1)
i = Oslnaxxz (i) s=5=0’ b=

1,...,m — 1, benotigt. Wegen 51(;)’1) = 0 gilt Oslnayxz(N)|s=s=0 = FsIna()|s=
2 coth(A + ).
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Grenzfall T — o

Fiir T — oo gilt ¢, = axxz(ux) = 1, also insbesondere ¢{ = 1 und gog)’l) = 0. Damit
vereinfacht sich die Werte der 6,(:’0) aus Gl (79) zu

(0 = 2k —m (81)

m

Das Gleichungssystem (80) reduziert sich auf

5(1 b —26(1 b _ coth(p — @ —n) {1 + 5(1 0 } ,

5,(€+1 25(1 2 5(1’1 — coth(¢ — @ — kn) {5,:;) - 5 (1, 0)} k=2....m=2 (2
1

s 7(5(11—§cth(gp p+n) [0 —1].

Die Losung ist gegeben durch

m—1

2
65" = —coth(p — @) + = 3 coth(p — @ — kn),
k=0
s = QkX —2Xy, k=1...,m-1, -
57(?”1/1) — _661 ;1)
mit
X, = Z((S,(cl’o) — 551’0)) coth(p — ¢ —In). (84)

sinh(A+¢—s+n) sinh(A+@—35) Qs (A+n)
sinh(A+¢+s—n) sinh(A+@+35) Qs(A—n)

AA) = (=1)!sinh(A+ ¢ + s — n) sinh(A + ¢ + S)QSOE)\)U) (1+a(N)) gelost. Fiir s=5=0
gilt Q()) = T (5.0.) und daher a(A) = 1 und A())) = 2sinh(A + ) sinh(A + 7)
fir A # g -

Fiir die Ableitungen erhalten wir aulerdem folgende Losungen:

Die Integralgleichungen (67) werden durch a(\) = und

sinh(2(A + ¢)) =

Ina(\ =— — S K\ = Q)5
OsIna(}) 5=5=0 sinh(A + ¢ +n)sinh(A+p —n) = ( Mo (89)
Oslna(A)| ___ =—2 Coth()\ +9), (86)

O:0sma(\)| _ =-— Z K — p@)sthh, (87)
O InAN)| =0 lnA()\) =0 (88)
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,_.

m—

0,0 A(N)| e(uf = Mo + 0,05 In(1+a(N)|
— 1 S=8=
— 1 (L) 89
== Yol = ) + 5K O — ] (89)
k=1
1
+ 1(83 In Cl()\)’szgz(]) . (85 In ﬂ()\)’szgzo).

Gleichung (89) lasst sich nach Einsetzen aller bekannten Grofien durch etwas Rechnung
vereinfachen zu

_ 2 sinh((m —1)(¢ — 9))
sIn A =coth h(p) — .
9,05 In A(0) sms=0 O (1p) coth(p) sinh(p) sinh(p)  sinh(m(p — @)) (90)
Alles zusammen ergibt schliellich mit Gl. (55)
E a ||, =N sinh™ ! () sinh™ ()
(91)

sin(2(m — 1)Imy)
sin(2mImyp)

: [cosh(gp) cosh(p) — 2

3.2. Berechnung von (J,Q(y))

Nutzen wir aus, dass der Hamiltonoperator gerade unter Paritdtstransformation ist,
PHP = H, und der Spinstromoperator ungerade, PJP = —.J, so vereinfacht sich das
gesuchte Skalarprodukt zu

(JQp)) = =2(=i)™ Os(Jtalp, )| sp- (92)

Weiterhin sind der Hamiltonoperator H und die zweiparametrige Transfermatrix t (i, $)
translationsinvariant. Mit U1 A;U = A;_; erhalten wir daher

(Jtap,s)) = iN((of oy — 07 03)ta(p,s)). (93)

Wir definieren die modifizierte Zustandssumme Z(p, s) = try{p(y, s)} mit dem Dichte-
operator p(ip, s) = e PNt 4(p, s). Der assoziierte Erwartungswert eines Operators A ist
gegeben durch

trv{p(p,s)A} '

A)s = 94
W= ) o
Damit lasst sich Gl. (93) umformulieren zu
Z(p, s
(e, ) = iN ((efess — (eded)s) 202 (95)

Die Eigenschaften der Quantenmonodromiematrix

T3(\) = Roy (=7 = N Rjay(A = 7). Rl (=7 = M Rjay (A = 1) Rja(A +¢,5) (96)

ai,j ap—1,J

18



ermoglichen eine Berechnung der Erwartungswerte in Gl. (95) Sie geniigt der Yang-
Baxter-Algebra (39) und wirkt auf den Zustand |) = (|4) ® |—))*/?2 ® |0) wie eine Drei-
ecksmatrix. Daher lassen sich auch hier Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir die Eigenwerte
der Quantentransfermatrix t(A) = try, {7;(\)} herleiten. Im Trotter-Limes M — oo
kann der dominante Eigenwert von ¢(\) = try, {Tj(A)} iiber die Integralgleichung

w

I A = In (simh(A + 0 ) + [ 5w~ X) (1 + a(w) (97)

bestimmt werden. Er wird durch die Hilfsfunktion

sinh()\ + @+ 5) dw
sinh(\ + ¢ — 8)) S KA —w)In(l +a(w)) (98

¢ 271

Ina(A) = —pe(A) +1n (

charakterisiert. Hierbei bezeichnet C die ,kanonische” Kontur, die die reelle Achse entge-
gen des Uhrzeigersinns innerhalb des Streifens {\ € C : —7/2 < ImA < 7/2} umrundet.
Die Zustandssumme Z (¢, s) lasst sich geméaf

Z(p,s) = lm tra,,..ap.a{(t(0))"} (99)

durch die Quantentransfermatrix ¢(A) ausdriicken und ist fiir eine grofie Anzahl N an

Gitterplatzen durch den dominanten Eigenwert (97) von ¢(\) bestimmt: Z (¢, s) N2 AN (0).
In [1] wurde in Korollar 1 eine Integralformel angegeben, die es erméglicht, auch die Er-
wartungswerte (e;5e2)s und {e3eqh) s in Gl (95) aus den GroBen der Quantentransfermatrix-
Methode zu bestimmen. Durch Betrachtung spezieller Félle der dort angegebenen Glei-
chung (s. Anhang A.3.1) kann gezeigt werden, dass fir die Differenz der beiden Erwar-

tungswerte gilt

dw 9:G(w, §)|e=o

(ei1eas) — (erzes1) = — sinh(n) c2mi 1+ a(w) (100)
wobei die Funktion G(A, &) durch die Integralgleichung
dw G(w,¢)
et f— — 7K —_ -~ 77
GO = ele = X) = [ FER(—w) - 2 (101

definiert ist und die Funktion a(\) = 1/a()) verwendet wurde.
Wir wollen die rechte Seite in Gl. (101) durch thermodynamische Gréfien ausdriicken.
Die Eigenwertfunktion ldsst sich auch durch a ausdriicken

dw -
e

In A(\) = In (sinh(A + o + 5)) — / (A — w) In(1 + a(w)), (102)

c 2m

wobei fiir die Hilfsfunktion a folgende Integralgleichung gilt:

sinh(A + ¢ — s))

sinhA + ¢ +5)) dﬁ»’((A —¢)In(1+a(p)). (103)

c 2w

Ina(\) = pe(A—n)+1n <
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Hierbei wurde durch Anwendung eines Twists auf die Monodromiematrix,

T(\) = T(\) (e_OQhT eOT> , (104)

d.h. a()) — e 7ra(A) und d(\) — ezrd()), ein Magnetfeld der Stérke & in das Sys-
tem eingefiihrt. In Analogie zur freien Energie und Magnetisierung pro Gitterplatz der
XXZ-Spin-1/2-Heisenbergkette fithren wir die beiden GroBen f(h,T,¢) = —TInA(§)
und m(h, T, &) = =% (g};t,g) ein. Wegen Gl. (102) gilt fiir die Magnetisierung die Integral-
gleichung

1 d
m(h,T,&) = 57 ) 2—:;;6(6 — w)lf%, (105)
wobei die Funktion o(\) durch
o(N) =T ma(\) =1~ [ iru;K(/\ - w)li(;‘?w (106)

definiert ist. Aus den Gln. (101) und (106) lésst sich mittels des ,Dressed Function
Tricks“die folgende Relation ableiten:

dw 6§G(w, €)|§:0 . dw O'(UJ)
comi T+atw) Je2mioe T Wl gy (107)
Daraus folgt direkt
em(h, T, E)]eg — — | L0 %G, E)leo (108)

c2mi 1+ a(w)
und wir kénnen Gl. (100) umformulieren zu

(eie2n) — (erpest) =sinh(n)9em(0, T, €)|e=o. (109)
Gleichung (92) wird schliefllich zu

(JQ(p,s)) = — 2(=)" " N sinh(n) sinh™ (¢)
[(as In Z((p, S) |8:0) ’ (aﬁm(()? T, 5) |§:8:0> + asa§m<07 T, 6) ’515:07 ]

wobei Z(gp,0) = sinh™ (¢) - Z verwendet wurde.

(110)

Grenzfall T — o

Fir T' = oo lost a(A\) = % die Integralgleichung (98). Fir den dominan-
ten Eigenwert der Quantentransfermatrix erhalten wir dann nach Gl. (97) A(0) =

2sinh(¢) cosh(s). Fiir grofles N folgt daher

Zp.s) (A(O)
A 2

) = (sinh(¢) cosh(s))™. (111)
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Insbesondere gilt d5In Z (¢, s)|s=o = 0.
Ferner 1ost G(\, &) = e(é —\) + )‘ 5) die Integralgleichung (101). Fiir die Ableitung

ergibt sich 0¢G(\,&)|e=0 = % + ..., wobei der nicht explizit aufgefiihrte

Anteil holomorph im Inneren der Kontur C ist. Gleichung (108) liefert damit

tanh(s)
Bemn(h, T, )|eeg = — ) 112
Daher ist 0,0em(0,T,&)|ezs—0 = Smhg ® und Gl. (110) liefert schlieflich
(JQ(p, 5))* = N?sin®(y) sinh™ () sinh ¥ (). (113)

3.3. Grenzfall T —

In den Abschnitten 3.1 und 3.2 wurden die in der Mazur-Schranke Dy auftauchenden
Terme bereits fiir den Grenzfall 7' — oo bestimmt. Fir die Norm erhalten wir mit den
Ergebnissen aus 3.1.1 und 3.1.2 nach Gl. (36) insgesamt

sin(2(m — 1)Imy)
sin(2mImep)

1Q(p)II* = —4N sinh™ " (ip) sinh™ () (114)

Mit dem Ergebnis (113) fiir den Uberlapp aus Abschnitt 3.2 erhalten wir insgesamt also
die Mazur-Schranke

sin?(y)  sin(2mImey)
2042 sin(2(m — 1)Imeyp)

Do = (115)

und konnen das Ergebnis aus dem Zugang nach Peireira et al. fiir T — oo vollstédndig
reproduzieren.

A. Anhang

A.1. Erganzungen zu Abschnitt 1
A.1.1. Getwistete Randbedingungen

Es kann durch Modifikation der Monodromiematrix

To(p, ) = Ln(0)eN% .. Ly(p)e ™ (116)

ein Twist um den Winkel ¢ eingefithrt werden. Die Yang-Baxter-Gleichung in C?@C?®C?
bleibt wegen

N L (p, s)e R = e N L (p,s)e R (117)
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unverdandert giiltig, d.h. die Transfermatrizen ¢,(¢, ¢) = tro{T.(p, ¢)} bilden bei fixier-
tem Twistwinkel ¢ eine kommutierende Familie:

talp, @) ta(p, @) =0V pueC (118)

Der mit ¢,(¢p, ¢) assoziierte Hamiltonoperator hat die Gestalt

1 N i i A
Z[GN‘7‘7+1+6 0+0+1+2<] j+1 —1)]

HN(®) = 10810, 0o = i
(119)

dy

7=1

mit periodischen Randbedingungen oy, = of. Im Einzelnen gilt

%

t,(0, ) = eN £i= - 50,

8t0«(907 ¢) _ ie Sn(Q?V) a _@Sz_ T Y Yy _x <120)
e |, T o SRS [ R (oot - o)
=0 j=1

und PHy(¢)P = Hy(—¢). In Analogie zu a = C? definieren wir die getwistete Mono-
dromiematrix bzgl. des Hilfsraums A durch

TA(90737¢) :EN((p?S) d’ £1<907 ) N NS4 (121)

Es gelten folgende Relationen:

eNS St~ WST = et ¥ (122)
eNSAL (i, 5)e” NI = e NG L, 5)e N, (123)
[S2, L(¢. )] = [L;(p, 5), 5] = isinh® (1) T, (s), (124)
[Si,TA(w,s)]Z[TA(%S),;SJZ-] = [talp,s), 2 551 =0 (125)

mit
J;(5) = Smfl o (083 — 07 Sk(s)). (126)

Relation (123) fithrt zusammen mit der Yang-Baxter-Gleichung in C?* ® C* @ A im
ungetwisteten Fall fir ¢ 4(¢, ¢, s) = tra{Ta(p, ¢, s)} auf

tale, @), talp,s,0)] =0 Vo ueC (127)
Wegen PH(¢)P = H(—¢) ist

Qp,0) = (=) [POsta(p, =, 8)|s=0P — Dt a(, 6, 9)]s=0] (128)
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eine Erhaltungsgrofie bzgl. des Systems mit Hamiltonoperator Hx(¢). Zu beachten ist,
dass diese Erhaltungsgréfie nicht ungerade unter Paritédtstransformation ist. Genauer gilt
PQ(p,¢)P = —Q(p, —¢). Fiir ¢ = 0 gehen die getwisteten wieder in die entsprechenden
nichtgetwisteten Groflen iiber.

Es gibt eine andere Moglichkeit, einen Twist einzufiithren, ohne die Integrabilitat des
Modells zu beeinflussen, indem man statt (116) und (121) die Monodromiematrizen

(p,0) = e Ly(p) ... Li(p)

T,
_ - (129)
TA(@? S, ¢) =e' AEN(@? S) ce ‘Cl((p? 5)

betrachtet. Fiir die Transfermatrizen t,(¢, ¢) = tro{Tu(¢, @)} und t4(p, ¢) = tra{Ta(p, ¢)}
gelten entsprechende Vertauschungsrelationen wie in (118) und (127). Als logarithmische
Ableitung der Transfermatrix t,(p, ¢) ergibt sich der Hamiltonoperator

N 1 N-—1 A
Hy(¢) = — o) Y ool +ofoig + (o505 — ]+ R(6), (130)
j=1

2

wobei offene (keine) Randbedingungen benutzt wurden und der Randbeitrag R(¢) ge-
geben ist durch

1

RO = S “orak + 5

[eofon +e ool + 5(0;05_1 - 1)]. (131)

Wihlt man geméi8 o3 = et?of und 0%, 41 = 07 getwistete Randbedingungen, so lasst
sich der Hamiltonoperator einfach schreiben als Hy(¢) = Hy. Es gilt jetzt allerdings
nicht J = d,Hy(¢), sodass diese Variante zur Berechnung von (J, Q(¢)) unpraktikabel
1st.

Die beiden Varianten stehen iiber eine Ahnlichkeitstransformation

M) = exp{sr 3 s} (132

miteinander in Verbindung. Es gilt:

Hy(¢) = M(¢)Hx(6)M'(9),
ta(p, &) = M()ta(i0, ) M (), (133)
tA(Qpa S, gb) = M(Qs)gA(% S, gb)MT(gb),

wobel
% Rya(i)e ™ = &I 0 (0)e (1349

benutzt wurde.
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A.2. Erganzungen zu Abschnitt 2
A.2.1. Dominanter Eigenwert von 7; bzw. 7,

Die Matrix 75 ist symmetrisch und die Matrix 7; weist tiber die Transformation

m— m—1
Z | sin(Ar)| [r) (r] + > Crmi—y |0) (7] (135)
r=1 r=0

mit
L5 r—s
Cr = Z ( ) >(_1)S2T—28(62 o a?)r—?s (136)

s=0

eine Ahnlichkeit zur symmetrischen Matrix

M () = B*1+ BAB (137)
mit
A = ;A — (8% — a1,
5= 5 s 1) o, (139
A= S0 o1+ 4 1) 0]

Il
o

r

auf. Die Matrizen M;(¢) und T3(p) haben beide Blockgestalt. Der eine Block ist je
eindimensional und enthélt den dominanten Eigenwert 32 = sinh(¢) sinh(®). Der andere
Block kann durch die jeweilige Matrix

mi(p) = 811 + bayb,

m5() = (~1)[8 Lt + bash 159
mit
1 2 2
ay = 55_ (5 - )ﬂm—h
0 = ; (B + o)1,
mo1 (140)

| sinh(nr)|[r) (r],

<
sy

T
H\g/

3
L)

(o9
I

(Ir) (r + 1+ r + 1) (|

I
-

r

ausgedriickt werden, wobei bei dem Block von T(y) zusétzlich eine Reskalierung der
Basis geméf |r) — (—1)"sign(sin(Ar)) durchgefithrt wurde.
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Dass es sich bei 3% in beiden Fillen um den dominanten Eigenwert handelt, kann ge-
zeigt werden, indem das Spektrum von m; (@) und ms(¢) untersucht wird. Eine Methode
hier ist es, die Matrix m1(p) := mi(p) — B2 11 bzw. ma(p) = (—1)!'ma(p) — 8211
zu betrachten. Diese Matrix ist negativ definit genau dann, wenn A < 32 fiir alle Eigen-
werte A von my(p) bzw. (—1)'may(p)'. Es lasst sich fiir my(p) zeigen, dass my(p) < 0
gleichbedeutend ist mit ’|Im(<p)| — g’ < 5, wihrend ma(p) < 0 fiir alle ¢ € C gilt.

Alle Matrixelemente von m;(y) sind reell und nichtnegativ. AuBerdem ist mq(p)
tridiagonal mit positiven Eintrdgen auf den Haupt- und Nebendiagonalen. Also gilt
mi(¢)* > 0 (elementweise) fiir ein k& € N, d.h. m;(¢) ist irreduzibel. Nach dem Satz von
Perron-Frobenius ist der Spektralradius p; von my(p) ein positiver, einfacher Eigenwert
von my(¢). Daher gilt fiir alle Eigenwerte A von my () auch, dass A\ > — 32,

Fir (—1)'ma(p) ldsst sich iiber das Gershgorin-Kreis-Theorem zeigen, dass fiir alle

Eigenwerte \ gilt A > —/3?, wenn “Im(gp)] — 5| < g
Damit gilt insgesamt fiir j = 1, 2:
™ ™ 2 .
Im(¢)| — 5 <3, = |A| < 87 V Eigenwerte A von m;(y). (141)
m

Wir wollen uns im Folgenden auf solche Werte von ¢ beschranken, die die Bedingung
“Im(gp)] — g‘ < 5 erfiillen.

A.2.2. Linker Eigenvektor von 7;(¢) zum Eigenwert 3°

Wir bezeichnen die Matrixelemente von 7i(p) durch ¢, = (r|Ti(p)|s). Es gilt die
Beziehung

1 (52 - tm“)(ﬁz - tr-{—l,r)'

tr—i—l,r - Z (62 — 062)2 (142)

Die Komponenten des linksseitigen Eigenvektors (07| von 77(¢) zum Eigenwert 32 seien
vy, 7= 0,...,m — 1. Das Gleichungssystem (01| 71(¢) = 32 (01| ldsst sich mithilfe der
Gl. (142) dquivalent als Rekursionsbeziehung

tm—r—l,m—r
B (52 - tm—r,m—r)cr—lvm_r_l <143)

Um—r

zwischen den Eintrdgen von (0| formulieren, wobei die GroBen ¢, widerum tiber die
Rekursionsgleichung

4(6% — a?)2c,y o (144)

1Es ist irrelevant, ob hier +mz(¢) oder —ma(¢) betrachtet wird, da der Spektralradius beider Matrizen
gleich ist.
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definiert sind. Gleichung (144) wird gelost durch
in(2 2)1
Cp = — sin(2(r + )mgp) , r=0,...,m— 1. (145)
sin(2(r + 2)Img) + sin(2rlmy)
Das Losen von Gl. (143) ergibt schlieflich den linksseitigen Eigenvektor zu

ml sin(2(m — r)Imyp)

(0z| = ;)(—1) sn(@mhmng) (146)
Es gilt (07, 0) = 1.
A.2.3. Ableitungen der eingeschrankten Matrizen
m—1 m—2
T () =[a” = 8% > sinh(yr) cosh(yr) |r) (r| + > sinh(yr) cosh(pr) [r + 1) (],
r=0 r=0
T () = =T (e),
m—1 m—2
T () = 3 [82 cosh®(nr) — o sinh®(nr)] |r) (r] + 2 Z cosh? () |r + 1) {r]
r=0
m—1
’7;(1’0)(@ = — (1) {[Oz + %] > sinh(nr) cosh(nr) |r) (r] + Z sinh(n(r 4+ 1)) cosh(nr) |r + 1) <7’|} ,
r=0
m—1
75(1’0)(90) = — (1)t {[a + 64 > sinh(nr) cosh(nr) [r) (r| + Z cosh(n(r 4+ 1)) sinh(nr) |r + 1) <7"|} ,
r=0
m—1
T () =B710) (0] + (—1)1{ > [ sinh®(yr) + o cosh?(nr)] 7) (1|
r=1
m—2
+2 Y cosh(nr) cosh(n(r + 1)) |r + 1) (r| }
r=1
(147)
A.3. Erganzungen zu Abschnitt 3
A.3.1. Anwendung der Integralformel aus [4] fiir Zweipunkt-Korrelatoren
2 1\ _ dwy . dws :
(enen) */c 2mi(1 + a(wn)) SO T ay) SR 1)
det 08 a(w;, 8)leo 1
(k—1)! . sinh(w; — wy —n)’
PR (148)

1 2\ dw1 . dw2
(€rzen) _/c 2mi(1 + a(w,)) Smh(wl)/e 2mi(1 + a(ws))

det 9 G (W, 8)leo 1
(k—1)! . sinh(w; —wy — 7))’
7,k=1,2
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